


























第 1章 研究背景 3
1.1 粉体の物理 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4
1.2 非弾性衝突におけるエネルギーロスのメカニズム : : : : : : : : : : 5
1.3 準静理論 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6
1.4 はね返り係数 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7
1.5 準静理論におけるはね返り係数の計算例 : : : : : : : : : : : : : : : 8
1.6 はね返り係数の測定 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11
1.7 惑星形成理論の現状 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11
1.8 ナノクラスターの研究 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13
1.9 ナノクラスター衝突の物理 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13
1.10 超弾性衝突 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
1.11 分子動力学法と弾性体モデルの比較 : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
1.12 等温弾性球モデルについて : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16
1.13 レビュー：2次元弾性円盤モデル : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17
1.14 レビュー：ナノクラスターの超弾性衝突 : : : : : : : : : : : : : : : 21
1.15 本論文の構成 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28
第 2章 等温粘弾性球の衝突モデル 30
2.1 2球間に働く相互作用 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30
2.2 運動方程式 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31
2.3 シミュレーションのセットアップ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33
第 3章 初期温度 0のシミュレーション 36
3.1 衝突時に働く力 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36
3.2 はね返り係数および励起エネルギーの衝突速度依存性：散逸がない
場合 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38
3.3 はね返り係数の衝突速度依存性：散逸がある場合 : : : : : : : : : : 39
第 4章 衝突シミュレーションにおける初期温度の影響 42
4.1 超弾性衝突の性質 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42
4.2 超弾性衝突と振動モードの初期位相の関係 : : : : : : : : : : : : : : 43
4.3 衝突版ゆらぎの定理の検証 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45
4.4 衝突による加熱 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47
1
第 5章 考察 50
5.1 摂動論 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50
5.2 モード間遷移 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53
5.3 今後の展望 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54
第 6章 結論 57
付 録A 等温粘弾性球の波動方程式の導出 59
付 録B 自由端境界条件における波動方程式の解 61
B.1 一般解 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61
B.2 分散関係 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62
B.3 自由端境界条件における解 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63
付 録C 連続体ダイナミクスにおけるゆらぎ 65
付 録D 力の明示的表式 67
D.1 一般の場合 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67
D.2 軸対称の場合 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72
D.3 硬い壁の場合 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73
付 録E 衝突問題におけるゆらぎの定理と熱力学第二法則 74
E.1 セットアップ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74
E.2 ゆらぎの定理 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75
E.3 熱力学第二法則 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76
付 録F 断熱圧縮による温度上昇 78
付 録G 音波の吸収係数 79
付 録H 等式 (3.6)第三項の係数について 81
付 録 I 等式 (5.15)の導出 82
付 録 J 接触時間の衝突速度依存性と 4重極モードの支配性 84
付 録K はね返り係数の非ガウス性 87
付 録L 摩擦がある場合におけるスピン球衝突 88















































































































































である．ここで iは球 iのポアソン比である．このとき，運動方程式 (1.1)は以下
のように解けて，接触時間 Hを求めることができる．































































































































x(1  x5=2) = 0:5045 (1.14)
であることを用いた．等式 (1.13)より，はね返り係数は
e = 1  5:57 
H
+O(2) (1.15)
















































































hcと hr の関係は等式 (1.20)および (1.25)より






F   Fc(hc) = Fr(hr ) (1.28)
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である．したがって運動エネルギー (1.16)および (1.17)から，それぞれ hcおよび





















のように得られる．等式 (1.29)から F  / vCM(0)であるから，e / fvCM(0)g 1=4
であることがわかる．この振舞いは鉄球の衝突実験で確認されている [53,62]．
1.6 はね返り係数の測定
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で与えられる量である． = 0:33は亜鉛や氷， = 0:9は弾性ゴムの物性値に近い．






















ンシャル (2.2)の積分を  = 0の一点に置き換えている．低速領域では四重極モー
ドが支配的であることがわかる．ただし，近似モデルの導入のため，支配性が破れ
る速度などが不明瞭である．そこで，本研究では近似モデルを用いずに調べ，斥









図 1.5: 低速領域における，はね返り係数の衝突速度依存性を文献 [178]より転載．
ひし形のマークがシミュレーション結果を表している．実線および破線はそれぞ
れ，全モードおよび 4重極モードの励起エネルギーを表しているが，ここでは計算

































となる [178]．ここで，E および Rは円盤のヤング率および半径である．また，
F2d(h)は単位長さあたりの力，2dは接触時間，maxは最大変位である．導出方法















図 1.6: 単位長さあたりの力と変位の関係．(a)は文献 [178]のもので，矢印のつい
た線がシミュレーションの結果，実線が等式 (1.35)を表している．(b)は文献 [179]
のものである．











[166, 168, 181]では原子数 1000未満の面心立方構造をもつナノクラスターを 2
つ用意し，初期状態に温度と速度を与えて衝突させている．この際，表面間の原
子には拡張レナードジョーンズ相互作用 (2.1)を仮定している．図 1.8は凝集パラ











一方，(b)では低減引力の場合 g = 0:2で，衝突速度は V = 0:1
p
=mとしてい





とは e = 0:982付近のピーク位置を表している．
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図 1.9: はね返り係数の頻度分布を文献 [166]より転載．(a)は g = 0かつ V =
0:02
p




図 1.10: メインピーク付近を拡大したはね返り係数の頻度分布を文献 [166]より転
載．片対数プロットしている．実線は 2重指数関数によるフィッティングを表す．
また，メインピークを片対数グラフで表したのが図 1.10である．ここでF (e)は e
の頻度を表す．e < 1の裾が広がった非ガウス分布になっているのがわかる．実線は
フィッティング曲線を表し，e < 0:982では logF (e) = (19:61:9)e+( 14:71:8)，





どの程度の割合で生じるかを示したのが図 1.11である．ここで，文献 [166]では c
は凝集パラメーター，P は割合を表す．また，領域 (i)は癒合，領域 (ii)はbouncing
（ポテンシャル井戸によるトラップ），領域 (iii)は非弾性衝突，そして領域 (iv)は
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図 1.11: 衝突の相図を文献 [166]より転載．領域 (i)は癒合，領域 (ii)は bouncing
（ポテンシャル井戸によるトラップ），領域 (iii)は非弾性衝突，領域 (iv)は超弾性
衝突を表し，P は割合である．(a)では V = 0:02
p
=m，(b)では c = 0:2に固定し
ている．
超弾性衝突を表す．(a)では V = 0:02
p
=m，(b)では c = 0:2に固定している．
図 1.11(a)から，引力が強くなるにつれて，領域 (iii)および (iv)は減少すること
がわかる．特に，引力が強い場合 c > 0:6，はね返りモード (ii)，(iii)，(iv)は見ら
れなくなる．また，弱引力 c < 0:4では (iv)超弾性衝突が観測される．
図 1.11(b)から，衝突速度が増加するにつれて，領域 (i)および (ii)は減少する
ことがわかる．また，0:02  V=p=m  0:1の範囲で超弾性衝突が発生すること
がわかる．図 1.11(b)の V < 0:04
p





等式 (1.3)が成り立つことを示した（図1.12参照）．ここで，ポアソン比 = 0:0774，
ヤング率 Y = 454=2としている．ただし，データの範囲が 0:33 < h= < 0:43
と非常に狭く，等式 (1.3)のような非線形な振舞いが再現されているかは不明瞭で
ある．
















の分布から lnP (W )=P (W )を計算することにより図 1.13(a)が得られる．





















を定義する．ここで rijは原子 iと jの距離であり，Y`mは球面調和関数である．こ
24
図 1.13: (a) lnP (W )=P (W )のW 依存性，および (b)分布 P (W )と P (W )を文
献 [181]より転載．(a)の実線は等式 (4.3)を表す．
図 1.14: 温度の時間発展を文献 [168]より転載．2つのクラスターの結果を実線お
よび破線で示している．(a)は非弾性衝突，(b)は超弾性衝突のサンプルである．
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図 1.15: 超弾性衝突におけるエントロピー変化の時間発展を文献 [168]より転載．





































図 1.16: (a) jq64j2の頻度分布を文献 [168]より転載．実線は非弾性衝突，破線は超
弾性衝突の結果を表す．等式 1.41によって定義される，非弾性衝突と超弾性衝突
の頻度差 24 をプロットしたのが (b)である．
図 1.17: 2mのm依存性を文献 [168]より転載．
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図 1.18: 超弾性衝突の 1サンプルにおける局所構造の位置について文献 [168]よ
り転載．図 1.16(b)の 2つ目のピーク付近の秩序変数 jq64j2を持つ原子を赤で示し，
その周り 1:6の範囲内にある隣接原子を青で示している．






































































の深さおよび斥力核の直径である．また 0  g  1は凝集パラメーターで，引力の
低減効果を表す [163]．本研究では基本的に g = 1の，通常のレナードジョーンズ相
互作用を用いるが，3.1および 5.1節では g = 0，4.1，4.2および 4.3節では g = 0:2
の場合についても調べる．なお，計算コスト削減のため，r > 5で (r) = 0と
する．
(r)を球表面で積分することにより，2球間に働く相互作用 V が



















(r(zCM;u1;u2; 1; '1; 2; '2)) (2.2)
のように得られる．このとき粒子間距離 rは
r(zCM;u1;u2; 1; '1; 2; '2) = jfG2 +R2er2(2; '2) + u2 (R2; 2; '2)g
 fG1 +R1er1(1; '1) + u1 (R1; 1; '1)gj(2.3)




図 2.1: 座標系．ここで，ui(Ri; i; 'i)は球 iの表面の変位を表す．





前節で導入した相互作用 V (zCM;u1;u2)により，2球 i = 1; 2の重心および振動
の運動方程式は



























と表される1．ここで半径，密度，質量をそれぞれRi，i，Mi  i4R3i =3 として



























のように表す．ここで，n (n = 0; 1; 2; : : :)，` (` = 0; 1; 2; : : :)およびm ( `  m 
`) はそれぞれ動径，余緯度および方位角方向についてのモード数である．このと
き運動方程式 (2.5)は









































のように結び付く．ここでHCM(t) = Mef _zCM(t)g2=2は時刻 tにおける 2重心の








ら 0:4c(t) まで変えて，その依存性を調べる．振動モードについては第 3章では







































硬い壁 c(t)2 !1 c(`)2 !1 (R2 !1)
同質球 c(t)2 = c(t)1 c(`)2 = c(`)1 2 = 1 2 = 1
表 2.2: 銅の文献値．
c(t)  ポアソン比   d
2270 m/s 8960 kg/m3 0.343 0.415 eV 0.2277 nm 0.256 nm
数値積分法
運動方程式 (2.4)，(2.7)の数値積分は適応型ルンゲクッタ法により行う．エネル
ギー保存系  = 0において，全エネルギーHtot(t) = HCM(t)+H1;vib(t)+H2;vib(t)+




場合には 1と '1，および 2と '2をそれぞれ積分する必要がある．これを実行す
るために，本研究ではLebedev求積公式 [186]を用いた．Lebedev求積公式は球面
積分におけるガウス求積公式に相当する公式であり，任意の多項式関数 f(x; y; z)
の次数（xaxyayzaz と書いたときの ax + ay + az）が pの項まで正確に積分するこ
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e
ωcut R1 / c
(t)
図 2.3: はね返り係数のカットオフ周波数!cut依存性．温度，散逸はともに0としてい
る．(a)は高速衝突vCM(0) = 0:1c(t)の場合であり，(b)は低速衝突vCM(0) = 0:01c(t)
の場合である．高速衝突 (a)では !cut = 100c(t)=R1までに，低速衝突 (b)において




モード数 `の最高次はおよそ !cutR1=c(t)に一致する．初期温度を考慮する第 4章
では !cut = 25c(t)=R1，その他では !cut = 100c(t)=R1としている．モード総数は
およそ 1500である．図 2.3ははね返り係数のカットオフ周波数依存性を示したも
のである．温度，散逸は 0としている．(a)高速衝突 vCM(0) = 0:1c(t)においては
!cut = 100c












い低速衝突 vCM(0) = 0:01c(t)において，衝突時に働く力 Fz   @V=@zCMを調べ，
従来理論（接触理論）との比較を行う．散逸は 0としている．
斥力のみの場合 g = 0：ヘルツの接触理論との比較










































































図 3.1: 散逸なし，低速衝突 vCM(0) = 0:01c(t)におけるスケールした力 Fz=YeR2e
と変位の関係．(a)は斥力のみの場合 g = 0であり，変位として (R1+R2 zCM)=Re
（硬い壁の場合にはR1   zCM）を用いている．ターゲット粒子として硬い壁の他
に同質粒子 (R2 = R1およびR2 = 2R1の場合）についても調べている．それらの
結果がすべて (3.3)式で与えられる普遍曲線にのっており，本シミュレーションが
ヘルツの接触理論を完全に再現するモデルであることがわかる．(b)は引力がある






引力がある場合 g = 1：JKR理論との比較
図 3.1(b)は引力がある場合 g = 1の結果を示している．ここでは引力による局




















































図 3.2(a)は，はね返り係数の衝突速度依存性を球の半径 R1 が 10nm，100nm，
1mの場合についてプロットしたものである．ただし，球の半径R1はシミュレー
ションの単位にしているため，実際に変更しているのは長さスケールを含むその
他のパラメーターである（例えば斥力核径は R1 = 10nmでは  = 0:02277R1，












ここでは半径R1 = 10nmとし，モードは最も強く励起される基本モード (n = 0)








 0  0.1  0.2  0.3  0.4
e
vCM(0) / c(t)
R1 = 10 nm
R1 = 100 nm














quadrupole (l = 2) octopole (l = 3)
図 3.2: 散逸がない場合に対する (a)はね返り係数，(b)励起エネルギーの衝突速度
依存性．(a)では半径 10nm，100nm，1mの場合について調べており，小さいほ
ど引力の影響を強く受け，低速衝突においてはね返り係数が小さい．また，引力が
重要でない高速衝突ではR1 = 100nmとR1 = 1mの結果が一致している．(b)で
はR1 = 10nmとし，4重極モード (` = 2)と 8重極モード (` = 3)についてプロッ
トしている．振動的な振る舞いから共鳴が起きていることが示唆される．















速度依存性がどのように変化するか調べる．図 3.4(a)は  = 0:01R1=c(t)の場合の
結果であり，散逸がない場合ほど謙虚ではないが，まだ振動的な振る舞いを確認















τ c(t) / R1
quadrupole (l = 2)


















2pi c(t) / ω0l R1
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R1 = 100 nm
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γ = 0.1 R1 / c
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theory





Fdiss(a; _a) =  _a
@
@a

























ロットしている．(a)の通常の引力 g = 1の場合には，非弾性衝突 e < 1しかみら





す）．vCM(0) = 0:013c(t)より低速になるにしたがって，超弾性衝突の領域 (3)が成























図 4.1: 温度 T = 2:14 10 8M(c(t))2=kB（300K相当）におけるはね返り係数と衝
突速度の関係．各速度につき 1000回試行し，結果をすべてプロットしている．(a)















































 0  1
e
γ c(t) / R1
× 10-3
図 4.3: 衝突速度 vCM(0) = 0:009c(t)における，はね返り係数の散逸依存性．散逸
が大きくなるにしたがって超弾性衝突イベントは減少し， > 6  10 4R1=c(t)で
消失する．
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はね返り係数と 4重極モード (` = 2)の初期位相の関係を示したものである．三角
関数的な相関がはっきりとみられる．これは超弾性衝突は 4重極モードの初期位
相，あるいは衝突時の位相がある値のときに発生しやすいことを表しており，超弾




る．そこで，別の衝突速度 vCM(0) = 0:007c(t)（超弾性衝突の発生確率が極大とな
る速度）において，同様の相関をプロットすると，今度は 16重極モードにおいて








P (X0 ! X1)
P (X1 ! X0)
= e W (X0!X1)=kBT (4.3)
を導出した（文献 [177]および付録 E.2参照）．ここでX0  (zCM(0); vCM(0))と
X1  (zCM(tf ); vCM(tf ))はそれぞれ初期および終状態におけるマクロ変数（重心
座標と速度）であり，一方X0 = (zCM(0); vCM(0))とX1 = (zCM(tf ); vCM(tf ))
はそれぞれX0とX1の時間反転を表す．また，P (X0 ! X1)はX0からX1への
遷移確率，P (X1 ! X0)は X1 から X0 への遷移確率を表す．W (X0 ! X1) 
M [fvCM(tf)g2 fvCM(0)g2]=2はX0からX1へ遷移するときのマクロなエネルギー
変化である．もしW (X0 ! X1) > 0ならば，P (X0 ! X1)は超弾性衝突の発生確









































































図 4.4: はね返り係数と (a)，(a0)4重極モード (` = 2)および (b)，(b0)16重極モー
ド (` = 4)の初期位相の関係．(c)と (c0)は n = m = 0の各モードの励起エネル
ギーをプロットしている．(a)，(b)および (c)は衝突速度 vCM(0) = 0:007c(t)の場





幅v = 10 4vCM(0)を導入し，衝突後の速度が vCM(tf ) v=2と vCM(tf )+v=2
の間にあるものを vCM(tf )とみなすことで P (X0 ! X1)dX1を求める（図 4.5(a)
参照）．なお，重心位置は実質的に固定可能であり，幅を導入する必要はない．
P (X1 ! X0)も同様に求める．
衝突速度は vCM(0) = 0:009c(t)とし，試行回数はNtot = 20000である．衝突後
の速度が vCM(tf ) v=2と vCM(tf ) +v=2の間に入るイベント数がNeveのとき，











で与えられると仮定する．P  P (X1 ! X0)に対する誤差 (P )err についても同様



























となる．図 4.5(b)は比 P=P をマクロなエネルギー変化W (X0 ! X1)に対してプ
ロットしたものであり，エラーバーは (P=P )err を表す．実線は衝突版ゆらぎの定理
(4.3)を表し，データとよく一致している．これにより衝突版ゆらぎの定理 (4.3)が
はじめて数値的に実証された．なお，試行回数はN totはイベント数N eveが 100以




T (t;x) =  T 3Kad
cP













































P /P = e-W / kBT






文献値  = 16:5  10 6/K，cP = 24:5J/mol Kを用いている．このように初期温





















はじめに，重心運動 zCM(t)の時間スケールが tCM  Re=vCM(0)，振動モード











+ ~!2i;n` ~Qi;n`m =  "
1
~Mi
@ ~V (~zCM; f ~Qi0;n0`0m0g)
@ ~Qi;n`m
(5.2)
となる．ここで ~zCM  zCM=Re， ~Qi;n`m  Qn`m=Re，~tCM  t=tCM，~tvib  t=tvib，
~!i;n`  !n`tvib， ~Mi  MiMe， ~V [~zCM; f ~Qi;n`mg]  V [zCM(t); fQn`m(t)g]=MevCM(0)2


















CM +    (5.4)
と展開する．ここで ~z(j)CMおよび ~Q(j)i;n`mは j次の展開係数である．これらの係数の初



















i;n`m = 0 (5.6)
である．これより f ~Q(0)i;n`mgはそれぞれ初期励起によって独立に単振動するが，線
形弾性論の範囲ではその振幅は十分に小さい．したがってここではポテンシャル





















































sin ~!i;n`(~tvib   t0) (5.9)
となる．
可解条件について










i;n`m(~t) = 0 (5.10)


























 (~t) = 0 (5.12)






 (~t) = 0 (5.13)
 (~tf ) = _ (~tf ) = 0 (5.14)




1次解 (5.9)より励起エネルギーの1次 ~H(1)i;n`m = _~Q(0)i;n`m _~Q(1)i;n`m+~!2i;n` ~Q(0)i;n`m ~Q(1)i;n`m，















































により導入したものであり，力 @ ~V (~z(0)CM(t); 0)=@ ~Qi;n`mが最大となる時刻 tf=2を中
心に偶関数であることから i;n`m(~tvib) = ~!i;n`tf=2となることがわかる（付録 I参
照）．等式 (2.10)および (5.15)より，はね返り係数は






































































































図5.2(b)にvCM(0) = 0:1c(t)，H0`0(0) = 0:05HCM(0)における hH0`0!0`00i=HCM(0)
を示す．横軸は遷移先のモード `0を表し，初期に ` = 0; 2; 3; 4; 5を励起した場合の




最隣接モードへの遷移が大きい傾向にある．一方，呼吸振動モード ` = 0は 16重
極モード ` = 4や 32重極モード ` = 5と結合している．これは呼吸振動モードの
固有周波数がこれら 2つのモードと同程度であるためだと考えられる．同様の結























































図 5.2: vCM(0) = 0:1c(t)，H0`0(0) = 0:05HCM(0)における (a)はね返り係数の初
期位相依存性と，(b)振動モード間遷移 hH0`0!0`00i=HCM(0)．(a)は 4重極モード
` = 2の場合で，三角関数的依存性がみられる．また，超弾性衝突も確認すること
ができる．(b)では横軸に遷移先のモード `0を表し，初期に ` = 0; 2; 3; 4; 5を励起
した場合の結果をプロットしている．同様の結果は低速衝突 vCM(0) = 0:01c(t)に
おいてもみられる．
変形が大きくなると非線形な塑性変形が生じる．このとき，接触力と変位の関












まず斥力のみの場合 g = 0に，完全に同一球，半径が 2倍大きい同質球，および
硬い壁（表 2.1参照）との衝突における接触力を調べ，ヘルツの接触理論 [52, 57]
















相関の結果として超弾性衝突は発生する．非散逸  = 0，非引力 g = 0の低速衝突
vCM(0) = 0:001c
(t)の場合に，摂動論によりこの関係を再現し，最大圧縮時 tf=2に
ちょうどニュートラルの状態から膨らみはじめる位相 _Q(0)n`m(tf=2) = j _Q(0)n`m(tf=2)j
のときに最も超弾性衝突が発生しやすいことを明らかにした．
単一モード励起状態の球と硬い壁との衝突により，モード間遷移についても調









































(@iuj + @jui) (A.2)





ijkl = ijkl +  (ikjl + iljk) (A.3)
で与えられる．ここで および はラメ係数である．このとき自由エネルギー密
度は
f(T; u) = f0(T ) +
1
2













(@iuj + @jui) (A.6)

























































   c(t)21 + (t) @
@t







































rr  ~u   c(t)2  1 + (t)sr (r ~u) (B.2)
が得られる．今，3次元空間に縦波と横波の 2つのモードが存在するので，この式
の独立な解は 6つである．それらは波数 kのヘルムホルツ方程式
(r2 + k2) = 0 (B.3)
の解を用いてr;r (x);r (r (x))で与えられる．実際，これらを等
式 (B.2)に代入すれば，解であることは簡単に確かめられる．ただし，分散関係は
 s2 =  c(`)k(`)2  1 + (`)s =  c(t)k(t)2  1 + (t)s (B.4)
である．ここで，解rは縦波，残り二つの解は横波で，対応する波数をそれぞ









fAn`mn`(kn`r) +Bn`mj`(kn`r)gY`m(; ') (B.5)









~un`m(x)  B(0)n`mrfj`(k(`)n` r)Y`m(; ')g+B(1)n`mr fxj`(k(t)n` r)Y`m(; ')g
+B
(2)






























































n`  !n` (B.9)
が得られる．ここで固有周波数 !n`を定義している．これより等式 (B.8)は










































































































































































































まず，散逸応力テンソル disij は (A.6)式により与えられるとする．今，ゆらぎ
disij の存在により，全散逸応力は
disij ! disij + disij (C.1)
となる．流体力学におけるゆらぎと同様に，
hdisij (t;x)i = 0 (C.2)
および




















レーションにより求めた接触時間 と，等式 (1.8)により与えられる Hは vCM(0) =
0:001c(t)から vCM(0) = 0:4c(t)の範囲でよく一致しているため，以下の評価には H










と書ける．特に，最小固有周波数 !02 ' 2:65c(t)=R1，および vCM(0) = 0:001c(t)
では
02 ' 0:02R1=c(t) (C.7)




ここでは力 FCM   @V (zCM; fQi0;n0`0m0g)=@zCMおよび














































































である．したがって距離 r(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)およびその微分を計算す
ればよい．
ここで，デカルト基底 (ex; ey; ez)を




r(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2) =  x(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)ex
+y(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)ey
+z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)ez(D.5)
x(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)  R2 sin 2 cos'2 +R1 sin 1 cos'1
+ux2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)
+ux1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) (D.6)
y(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)  R2 sin 2 sin'2  R1 sin 1 sin'1
+uy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)
 uy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) (D.7)
z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)  zCM  R2 cos 2  R1 cos 1
 uz2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)
 uz1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) (D.8)
と表すことができる．ここで











= ~ux;n`m(R1; 1; '1)x(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)
 ~uy;n`m(R1; 1; '1)y(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)





= ~ux;n`m(R2; 2; '2)x(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)
+~uy;n`m(R2; 2; '2)y(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)
 ~uz;n`m(R2; 2; '2)z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2) (D.12)
となる．ここで等式 (2.6)を用いた．もし，球 1と球 2が同一の球で，かつQ1;n`m =
Q2;n`mならば，F1;n`m = F2;n`mである．これは球 2に働く力 (D.2)において，座





ux = uxy cos'  u' sin' (D.13)
uy = uxy sin'+ u' cos' (D.14)
uz = ur cos    u sin  (D.15)
のようにデカルト基底の成分 (ux; uy; uz)から極座標成分 (ur; u; u')へ変換する．
ここで
uxy  ur sin  + u cos  (D.16)
である．このとき等式 (D.6)および (D.7)は
x(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2) = fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g cos'2
 u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) sin'2
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g cos'1
 u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) sin'1 (D.17)
y(fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2) = fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g sin'2
+u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) cos'2
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g sin'1
 u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) cos'1 (D.18)
69
と書きなおされ，さらに等式 (2.3)
r2 = [fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g cos'2
 u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) sin'2
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g cos'1
 u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) sin'1]2
+[fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g sin'2
+u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) cos'2
 fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g sin'1
 u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) cos'1]2
+fz(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)g2
= fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g2 + fu'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g2
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g2 + fu'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g2
+2[fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g
fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g
+u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)] cos('1 + '2)
 2[u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g
+u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)
fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g] sin('1 + '2)







= (~uxy;n`m(R1; 1; '1) cos'1   ~u';n`m(R1; 1; '1) sin'1)
[fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g cos'2
 u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) sin'2
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g cos'1
 u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) sin'1]
 f~uxy;n`m(R1; 1; '1) sin'1 + ~u';n`m(R1; 1; '1) cos'1g
[fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g sin'2
+u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) cos'2
 fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g sin'1
 u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1) cos'1]
 ~uz;n`m(R1; 1; '1)z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)
= ~uxy;n`m(R1; 1; '1)[fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g cos('1 + '2)
 u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) sin('1 + '2)
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)g]
+~u';n`m(R1; 1; '1)[ fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2)g sin('1 + '2)
 u'2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2; '2) cos('1 + '2) + u'1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1; '1)]
 ~uz;n`m(R1; 1; '1)z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2) (D.20)




軸対称のとき，u' = 0かつ uxyおよび z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; '1; 2; '2)は '1お
よび '2に依らない．このとき距離 (D.19)およびその微分 (D.20)は
r2 = fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2)g2
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1)g2
+2fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2)g
fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1)g cos('1 + '2)





= ~uxy;n`m(R1; 1; '1)[fR2 sin 2
+uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2)g cos('1 + '2)
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`0m0g;R1; 1)g]
 ~u';n`m(R1; 1; '1)fR2 sin 2
+uxy2(fQ2;n0`0m0g;R2; 2)g sin('1 + '2)
 ~uz;n`m(R1; 1; '1)z(zCM; fQi0;n0`0m0g; 1; 2) (D.22)
である．(D.22)式は '1と '1 + '2に，(D.21)式は '1 + '2のみに依存しているこ
とがわかる．積分変数を '1と '1 + '2にとると，m 6= 0のとき F1;n`m = 0となる
ことが容易にわかる．F2;n`mについても同様である．一方，m = 0では ~u';n`0 = 0





= ~uxy;n`0(R1; 1)[fR2 sin 2 + uxy2(fQ2;n0`00g;R2; 2)g cos('1 + '2)
+fR1 sin 1 + uxy1(fQ1;n0`00g;R1; 1)g]
 ~uz;n`0(R1; 1)z(zCM; fQi0;n0`00g; 1; 2) (D.23)





































































zcm,w +R1 cos 1 + uz(R1; 1; '1)
4#
(D.24)
のように簡略化される．ここで (x1; y1; z1)は球，(x2; y2; z2)は壁の座標であり，zcm,w















の表記では，X = (zCM; vCM)，x = fQi;n`mgである．このとき系のハミルトニア
ンHtot(X; x)は
















U(X; x) = 0 (E.5)
を満たす．さらに
U(Xtf (X; x); xtf (X; x)) = 0 (E.6)




W (X; x)  H(Xtf (X; x)) H(X) = h(x)  h(Xtf (X; x)) (E.7)
である．等式は初期状態と終状態のエネルギー保存則より導かれる．W (X; x) = 0
は弾性衝突に対応し，W (X; x) < 0は非弾性衝突に対応する．そしてW (X; x) > 0
は超弾性衝突に対応する．したがって何らかの平均操作によりW (X; x)  0とな
ることが期待される．

























P (X0 ! X1)  h(Xtf (X; x) X1)iX0
=
Z









eW (X0!X1)=kBTP (X0 ! X1) =
Z





















X 0 = Xtf (X; x) x
0 = xtf (X; x) (E.13)
へ変換した．Liouvilleの定理より dXdx = dX 0dx0である．
ここで，ハミルトニアンの時間反転対称性から
X tf (X 0; x0) = Xtf (X 0; x0) (E.14)
であること，また dX 0dx0 = dX 0dx0および h(x0) = h(x0)より
eW (X0!X1)=kBTP (X0 ! X1) =
Z
















対し 0(X) > 0を仮定する．
まず，~(X 0; x0) > 0を Z
































hexp[log ~(Xtf ; xtf )  log 0(X) +W (X; x)=kBT ]i0 = 1 (E.20)
と書き直し，Jensenの不等式
hef(X;x)i0  exp[hf(X; x)i0 ] (E.21)
を用いることにより，




dX(X) log (X) (E.23)
を用いることにより，
hlog 0(X)i0 =  S[0]=kB (E.24)
と書くことができる．また，任意の関数 ~(X 0; x0)を衝突後分布
~(X 0; x0) = tf (X
0) 
Z





hlog ~(Xtf ; xtf )i0 =
Z





dX 0dXdx log tf (X






0) log tf (X
0) =  S[tf ]=kB (E.26)
である．したがって不等式 (E.22)は






s(T; u) = s0(T ) + 3Kr  u (F.1)
のように得られる．ここで熱膨張係数テンソルijは等方的であるとし，線形膨張
率 により
ij = 3ij (F.2)
のように表されると仮定する．一方，自由エネルギー密度の一般的表式 (A.1)に
T = T0を代入し，T0で微分すると
s(T0) = s0(T0) (F.3)
であることがわかる．
今，断熱変化により温度が T0から T へ変化したとする．断熱変化においてエン
トロピーは不変であることから，等式 (F.1)および (F.3)より
s0(T ) + 3Kr  u = s0(T0) (F.4)
となる．ここで，











T   T0 =  T03K
cV
r  u (F.7)
が得られる．
今，熱平衡状態の温度を T0ではなく T で表し，断熱圧縮による温度上昇をT
と表す．すなわち
























ux = 0 uy = u0y cos(kx  !t) uz = u0z cos(kx  !t) (G.3)
と表すことができる．ここで，kおよび!はそれぞれ，音波の波数および振動数で
ある．このとき，単位体積あたりの弾性波のエネルギーは


















ku0y cos(kx  !t) uxz =  1
2
























































0 =  (H.4)
0 =  (H.5)
である．これより




































i;n`m(0)f _~Q(1)i;n`m(~tvib) cos(i;n`m(0) + ~!i;n`~tvib)
+~!i;n` ~Q
(1)









cos(i;n`m(0) + ~!i;n`~tvib   i;n`m(~tvib)) (I.2)
となる．最終行では ~H(2)i;n`m = ( _~Q(1)i;n`m)2=2+(~!i;n` ~Q(1)i;n`m)2=2を用いている．また，
















力 @ ~V (~z(0)CM(t); 0)=@ ~Qi;n`mが最大圧縮時 tf=2を中心に偶関数であることから，
82
sin i;n`m(~tvib = tf )は














0 @ ~V (~z(0)CM(tf=2+t0);0)
@ ~Qi;n`m





















となる．3行目の分母の絶対値は，@ ~V (~z(0)CM(t); 0)=@ ~Qi;n`m が 0  t  tf=2におい
て正かつ単調増加関数であることため取り除くことができる．cos i;n`m(tf )につ
いても同様の計算により























にはならない．そこで，斥力のみの場合 (g = 0)には表面間距離が 1:47の範囲に
ある時間として接触時間を定義する．ここで，係数はポテンシャルエネルギーが







図 J.1は接触時間  と衝突速度の関係を調べたものである．実線は等式 (1.8)を




を示したものである．(a)は g = 0，(b)は g = 1の結果を表している．したがって
図 J.2(b)の 4重極モードの結果については，図 3.2(b)と同じものである．ただし，
ここでは対数表示している．



























































quadrupole (l = 2)
total
図 J.2: 4重極モードおよび全モードの励起エネルギーの衝突速度依存性．(a)は



















で，本モデルにおいても g = 1におけるはね返り係数の分布について調べる．




























し，球番号の添字 i = 1は省略する．また，y軸反時計回りに回転しているとする．
なお，クーロン摩擦の法則 (L.1)が成り立つのは表面同士がスリップしている場合
に限られるので，球は十分高速に回転していると仮定する．
硬い壁との衝突では，ポテンシャルが uz のみに依存する（等式 (D.24)参照）．
そのため摩擦がない場合  = 0，変位に働く力 u   @V (zCM, w;u)=@uは z成分
のみ有する．一方，摩擦が存在する場合，クーロン摩擦の法則 (L.1)より
u(x) =  2(r  R)
R2





























d'v0(zCM, w +R cos  + uz(R; ; '))
f~u(S)x;n`m(R; ; ') + ~u(S)z;n`m(R; ; ')g (L.4)
のように得られる．
図 L.1は温度 0，散逸 0，引力あり g = 1，摩擦係数  = 0:5，カットオフ周波数
!cut = 25c



















則 (L.1)でモデル化している．横軸は方位角モード数mで，`  4のモードをプ
ロットしている．ただし，m = 0は無視している．m 6= 0が励起されていること
がわかる．温度 0，散逸 0，引力あり g = 1，摩擦係数  = 0:5，カットオフ周波数
!cut = 25c
(t)=R1で，低速衝突 vCM(0) = 0:01c(t)の場合である．
示したものである．横軸は方位角モード数mで，`  4のモードをプロットしてい

















方向の圧力 pz(Ri; i; 'i; zCM)が働く（図 2.1のように球によって向きの異なる軸
をとっている）．また，ここでは y軸反時計回りにスピンしているとし，x方向に
クーロン摩擦力 pz(Ri; i; 'i; zCM)が働く．このとき，接触半径 a（接触により
生じる平面の半径）が半径Riと比べ十分に小さければ，球表面における応力は
rr(Ri; i; 'i) =
(
 pz(Ri; i; 'i; zCM) 0    aRi
0 otherwise
r(Ri; i; 'i) = rr(Ri; i; 'i) (M.1)













で与えられると仮定する．ここでFH = 4Yea3=3Re，i ' Riiである．このとき
接触半径は a =
p
Re(R1 +R2   zCM)となる．
圧力 (M.2)式が軸対称であるため，動径方向の応力 rr(Ri; i; 'i)をルジャンド
ル多項式 Pl(cos i)を使って








` (Ri; zCM)P`(cos i) (M.3)
90
と展開する．展開係数 c(r)` (Ri; zCM)は
c
(r)





d sin P`(cos )pz(Ri; zCM) (M.4)
で与えられる．一方，方位角方向の応力 r(Ri; i; 'i)はルジャンドル多項式の微
分 dPl(cos i)=diにより
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